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Abstract 

On the rationnal functions having the same Julia set 

Let / and g two rationnal functions having the same Julia set Jf. 
Lets suppose that / has a rational indifferent periodic point and that 
the critical set of / is disjoint of Jf. Then or Jf has to be equal to 
P , a circle, an arc of a circle for some coordinate or / and g has to 
verify an equation of the type: 

rojorojo-oro^r. 

1 Introduction 

On note P 1 := C U {oo} la droite projective complexe. On appelle fonction 
rationnelle tout quotient / = P/Q oil P et Q sont deux polynomes sans 
facteur commun. Le degre de / est le maximum des degres de P et de Q. 
La fonction / defmit un endomorphisme holomorphe de P 1 . Par la suite, on 
note f g '■= f ° g , f k '■= f ° ■ ■ ■ ° f {k fois) et f° :— Id pour toutes fonctions 
rationnelles / et g. Supposons que degf > 2 et degg > 2. 

On appelle I 'ensemble de Fatou de / l'ouvert maximal Ff ou la suite 
{f k }T=i es * equicontinue. L 'ensemble de Julia Jf est le complement aire de 
Ff. Ces deux ensembles jouent le role crucial dans l'etude de la dynamique 
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de /. L'ensemble Jf est le plus petit ensemble infini, ferme et completement 
invariant, i.e. f ±l (Jf) = Jf- Par consequent, soit il est egal a P 1 , soit il est 
d'interieur vide. De plus, aucun point de Jf n'est isole |2|, 4.2]. 

Un point z G P 1 est dit periodique s'il existe un entier positif n tel que 
f n (z) = z. Ce point est appele repulsif (resp. attractif, indifferent et in- 
different rationnel) si la derivee de f n en z est de module strictement plus 
grand que 1 (resp. de module strictement plus petit que 1, de module 1 
et une racine de 1' unite). D'apres un theoreme de Fatou, l'ensemble des 
points periodiques non repulsifs est fini 0, p. 210]. L'ensemble des points 
periodiques repulsifs est infini et dense dans Jf [|, 0, p. 70]. Un point z est 
appele preperiodique (resp. preperiodique repulsif, ...) s'il existe un n G N 
tel que f n (z) soit periodique (resp. periodique repulsif, ...). 

Dans cet article, on s'interesse a determiner les fonctions rationnelles 
possedant le meme ensemble de Julia. On montre facilement que l'ensemble 
de Julia de f k est egal a Jf pour tout k > 1. Dans [§, [TT[] , Fatou et Julia 



ont montre que si / et g sont permutables (fg = gf), alors Jf = J, 



voir 



egalement 0, 4.2.9]). II est facile de montrer que dans ce cas f et g admettent 
une infinite de points periodiques communs. Ces deux proprietes restent 
valables pour les endomorphismes holomorphes permutables de F h [ |10] , H|. Si 



/, g sont permutables et possedent deux suites d'iteres disjointes alors l'une 
des conditions suivantes est vraie [|T3], 0]: 

1. J f = J^P 1 ; 

2. f et g sont conjuguees simultanement aux applications du type Xz d , i.e. 
il existe un automorphisme holomorphe a de P 1 tel que crfa^ 1 = X\z dl 
et aga^ 1 = \2Z d2 oil d, d%, c?2 sont des entiers et A, Ai et A2 sont des 
racines de l'unite. 

3. f et g sont conjuguees simultanement aux applications du type ±T d oil 
T rf est le polynome de Tchebychev de degre d > 2 defini par T d (cosx) : = 
cos(dx). 

L'ensemble de Julia de l'application \z d pour |A| = 1 et \d\ > 2 est le cercle 
unite. L'ensemble de Julia des applications ±T rf pour d > 2 est le seg- 
ment [—1,1]. Tous les couples de polynomes dont les ensembles de Julia 
se coincident, sont determines (voir par exemple 0, |I4]|). Pour les fonc- 



tions rationnelles, ce probleme est resolu par Levin et Przytycki dans le cas 
oil aucune composante periodique de l'ensemble de Fatou n'est un domaine 



parabolique, un disque de Siegel ou un annneau de Herman [12 . 



2 



Notons Cf l'ensemble des points critiques de /. Notre resultat principal 
est le theoreme suivant: 

Theoreme 1 Soient f , g deux fonctions rationnelles definies sur P 1 de 
degres > 2 telles que Jf = J g . Supposons que le cone tangent de Jf en 
un de ses points est une reunion finie de demi-droites et que tout point de 
Cf fl Jf est preperiodique repulsif. Alors Vune des conditions suivantes est 
vraie: 

1. Jf = J g est un cercle ou un arc d'un cercle pour une certaine coordonnee 
de P 1 ; 

2. il existe m 1: . . . , m k E N et m E N + verifiant f mi g . . . f mk g = f m . 

Exemple Soient h une fonction rationnelle, p un entier positif et a ^ 1 une 
p-ieme racine de l'unite. Posons f(z) := h(z p ) et g :— ah(z p ). II est clair 
que Jf = J g et que les suites d'iteres de / et de g sont disjointes. Mais on 
a J 9 = P 7^ df ■ O n peut trouver facilement une telle fonction / possedant 
des points periodiques indifferents rationnels. 

2 Demonstration du theoreme principal 

Soit / une fonction holomorphe non constante definie dans un voisinage U 
de E C telle que /(0) = 0. Un sous-ensemble J C U est appele invariant 
(resp. completement invariant) par / au voisinage de s'il existe un voisinage 
V C U de tel que f(J) n V = J n V (resp. / ±1 (J) nV = JnV). II est 
clair que J est completement invariant si et seulement si / ±1 (J) fl V C J. 

Un ensemble J C C est dit analytiquement lamine en z si JnV = a~ l (K) 
oil V C C est un voisinage de z, K est un sous-ensemble de R et a : V — > H. 
est une fonction reelle analytique de rang maximal en tout point. L'ensemble 
J est analytiquement famine dans un ouvert U s'il est en tout point de U. On 
montre facilement que J possede deux laminations analytiques differentes en 
z E J si et seulement si z appartient a l'interieur de J. 

Proposition 1 Soient f , g deux fonctions holomorphes inversibles definies 
dans un voisinage U de telles que /(0) = g(0) = et |/'(0)| ^ 1. Soit 
J C U un ferme completement invariant par f et par g au voisinage de 0. 
Alors I 'une des deux conditions suivantes est vraie: 
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1. il existe un voisinage V C U de tel que J soit analytiquement lamine 
dansV\{0}; 

2. il existe (m, n) G Z 2 - (0, 0) tel que f m = g n . 

II existe une application holomorphe ip, elite de Poincare, definie dans un 
petit disque D centre en 0, telle que y?(0) = 0, y?'(0) = 1 et </? _1 /</?(i) = At 
pour tout t G D, ou A := f'(0) ^ est de module different de 1. Sans perdre 
en generality, on suppose, pour la suite de la preuve de la proposition 1, que 
/ est lineaire: f(t) = At. Posons A' := g'(0) et fixons un disque D CC U 
suffisamment petit de rayon r > 0. On peut aussi supposer que |A| > I car 
le cas contraire sera traite de meme maniere en remplacant / par 

Lemme 1 Pour tout t G JC\D, pour tous entiers m, n verifiant \ m \' n t G D, 
on a \ m \' n t G J. 

Preuve. Soit r > suffisamment petit tel que g n (D r ) C D ou D r := {t G 
C : \t\ < r}. Posons t' = X~ M t pour M suffisamment grand de sorte que 
\t'\ < r et X' n t' G D. On a t' G J car J est invariant par J" 1 au voisinage 
de 0. Posons t k := f k g n f~ k (t'). Comme t' G J, t k appartient a J lorsqu'il 
appartient a D. On ecrit g n sous la forme d'une serie de Taylor convergente: 

g n (t) = \' n t + a 2 t 2 + a 3 t 3 + ■■■ 

On a: 

f k 9 n r k {t') = \' n t' + a 2 \-H' 2 + a 3 A" 2fc t' 3 + • • • 

Par consequent, limt fc = A /n t' G D. D 'autre part, J fl D est ferme dans 
D. On conclut que A /n t' G J ou encore \~ M \' n t G J. Finalement, \ m \ ,n t 
appartient a J lorsqu'il appartient a D car J est invariant par f ±l . 

□ 

Lemme 2 Supposons que \ m \' n ^ 1 pour tout (m,n) G Z 2 — (0,0). Alors 
la condition 1 de la proposition 1 est vraie. 

Preuve. Comme A m A /n ^ 1 pour tout (m, n) G Z 2 — (0, 0), le groupe multipli- 
catif ferme engendre par A et par A' contient un sous-groupe d'un parametre 
reel {A r := exp(ar) : r G M} oil a ^ est un nombre complexe avec 
Re(a) > 0. D'apres le lemme precedent, J fl D est une reunion de courbes 
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reelles analytiques du type {t G D : t = \ r t Q }. Alors la condition 1 de la 
proposition 1 est vraie. 

Si a est pure imaginaire, J n D est une reunion de cercles centres en 0. 

Si a est un nombre reel, J fl D est une reunion de rayons de D. 

Sinon, J fl D est une reunion de courbes spirales tendant vers 0. 

□ 

D'apres le lemme precedent, il suffit de considerer le cas ou X m = \' n pour 
certain (m,n) ^ (0,0). On a n ^ car |A| > 1. Posons h := f m g~ n - 
Supposons que la condition 2 de la proposition 1 est fausse. On peut ecrire: 

h(t) = t + at p+1 + 0{t p+2 ) 

oil a ^ et p > 1. Quitte a un changement de coordonnee du type t h- > 
tf—at, on peut supposer que a — — 1. 
Posons 

f _ (2fc-l)7r , , (2A;+1)tt 

5* := U G C* : - — < arg (t) < ^ ^- 

I P P 

o/n L ^* (2fc-l)7r (2A;+1)tt 

5* e) := uG C : - — + e < arg (t) < ^ ^ e 

I p p 



et 



5(e) := {t G C* : -tt + pe < arg(t) < vr - pe} 



5 := {t G C* : axg(t) ^ tt} 



pour tout 0</c<p— let tout e > suffisamment petit. 

Soient $ : C* — > C*, <£>(£) := et : 5 — > 5 fe les branches inverses 
de $. Posons ri := r p , 5 r := 5 D : |£| > r} pour r > 0, A := 
/i fc := <M^ fc , J fc := $(J H S k H D). Alors $(D n S k ) = 5 r \ J k est un 
ferme de 5 ri , A(w) = \~ p w est independant de k, A~ n (J k fl 5(e)) C J k , 
A n (J k r\S(e))nS ri C J k lorsque | arg(A n )| < e. Pour tout e > suffisamment 
petit, il existe R e > r\ tel que h k soit definie sur S R fl 5(e) et h k {w) = 
w + p + 0(\w\- 1/p ). On a egalement h k ( J k H 5^ n 5(e)) C J k . 

Lemme 3 Fixons un e suffisamment petit et un R := R e suffisamment 
grand. Si w G J k est un point verifiant w + c G 5^ pour tout c > 0, 
alors Wq + c G J k pour tout c > 0. 
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Preuve. Soit 6 C S R un cone ferine de sommet w , d'angle < 25 < ir, 
dirige par la demi-droite {w + c avec c > 0}. Soit C > une constante 
verifiant: 

\h k (w) -w-p\< C\w\~ 1/p sur S R n S(e). 
On choisit une suite {rij}'^ =1 d'entiers positifs verifiant: 

a. limn, = +oo, limarg(A™ J ) = 0; 

b. A-^'(e) C S R f] S(e) pour tout j; 

c. Vj := |A nj | > 4Ci2 _1 / p p -1 5 -1 et < 0j := arg(A Tlj ) < min(e,5/4p) pour 
tout j. 

Montrons d'abord que pour tout j > f, on a A n ^h k A~ n ^ (©) C 0. Soient s e 
6, si := A-^(s) = A n ^s et s 2 := A n ''M~ n '-(s). D'apres b., Si G S R D S(e). 
Ceci implique que S2 est bien defini. On a: 

et 

S2-S = X-^ip + K) 

avec |7 8 | < C|A|- n '|s|- 1 /?> < CvJ 1 RT 1 ' p car s e S R . 
D'apres c, on a: 

I arg(s 2 -s)\ < | arg(A- n ^) | + | arg(p + iCvj l R- 1/p ) \ 

< 5/4 + | arg(p + ip5 /4) | 

< 5/2 

D'ou s 2 e O. 

On pose rrij la partie entiere de cp~ l v p et Wj := [A n i h k A~ n i] m J (w ) pour 
tout j > 1. L'estimation precedente de 7 S nous donne: 

K - w - c| < |mjA- n ^p - c| + m J -|A|- n ^C|u- 1 i2- 1/1 ' 

< \rrijV~ p pexp(—ip6j) — c\ + rrijCvJ^ 1 ^ R^ 1 ^ 

< \rrijV~ p p exp(—ip9j) — cexp(—ip9j) \ + 

+|cexp(-ip0j) - c| + cCp~ x R~ llp v~ x 

< v~ p p\mj — cp~ x v p A + c| exp(— ip0j) — 1| + cCp^ 1 R~ l l p v~ l 



< vj p p + c| exp(-ip0j) - 1| + cCp^RT^vJ 1 

6 



D'apres a., ce dernier terme tend vers quand j tend vers l'infini. Autrement 
dit, Wj tend vers Wq + c. Comme Wq G Jk, on a Wj G Jk- Comme Jk est ferine 
dans S ri , onawo + cG Jk- 

□ 

On choisit un R' » R de sorte que w + c G pour tout c > et tout 
w G S" := 5(e) fl^ . Le lemme precedent implique que J est analytiquement 
lamine dans les En appliquant le lemme precedent aux fonctions /, 

h^ 1 et a la coordonnee t' := tf—lt, on deduit que J est analytiquement 
lamine dans les {/— l^k(S'). Lorsque e est suffisamment petit, les ouverts 
^k(S') et tf^l^k(S') recouvent un voisinage de sauf le point 0. Ceci 
termine la preuve de la proposition 1. 

□ 

Proposition 2 Soient 

f(z) = z + az p+1 + 0(z p+2 ) 

et 

g(z)=z + Pz q+1 + 0(z q+2 ) 

deux fonctions holomorphes definies dans un voisinage U de oil a ^ ; 
j3^0etl<p<q. Soit J C U un ferme completement invariant par f et 
par g au voisinage de 0. Alors il existe un voisinage V C U de tel que J 
soit analytiquement lamine dans V \ {0}. 

Soient < k < p — lun entier et a > un nombre reel. On definit les petales 
IT fc (a) et n^a) par 

U k (a) := {r exp(^) : < r p < a{l + cos(p0)); \2k7r/p - 6\ < n/p} 

et 

n' fc (a) := {rexp(^) : < r p < a(l - cos(p0)); \(2k + l)n/p - 8\ < n/p}. 

Alors pour tout a > les petales ITfc(a) et n' fc (a) recouvrent un voisinage de 
sauf le point 0. Les applications $ et sont definies dans la preuve de la 
proposition 1. L'image 11(a) de IL;(a) par $ est independante de k: 

11(a) := {x + iy : y 2 > 1/a 2 - 2x/a}. 
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D'apres 0, 6.5.7], il existe une coordonnee locale t dans laquelle on a: 

f(t)=t- t p+1 + 0(t 2p+1 ) 

et 

g( t ) =t + 7 ^+l + (^+ 2 ). 

Lemme 4 (§, pp.116-122]) Sbieni /(t) = i - t p+1 + 0(t 2p+1 ) une fonc- 
tion holomorphe definie au voisinage de 0. Alors pour tout k et tout a > 
suffisamment petit: 

1. I'image de life (a) par f est incluse dans life (a); 

2. f n (w) — > localement uniformement sur U.^ (a); 

5. arg/ n (u>) — > 2kir/p localement uniformement sur Hfc(a); 

4- il existe une application holomorphe injective u : 11(a) — > 11(a) ie//e gwe 
it(w) — u> soit bornee, lim.\ w \-+< x> u'(w) = 1 et telle que uvu' 1 = T sur 
u(H(a)) oil v := &f^k T{w) := w + p. 

Fixons un a suffisamment petit. Posons II' := u(H(a)), w x l p := ^o(w), 
I := &g^k, T '■= ulu' 1 , I := $(J n II fc (a)) et J' := -a(J). D'apres le lemme 
precedent, pour tout a' suffisamment petit, on a n(a') C IT. Comme a est 
petit, t et r _1 sont defmies sur II'. L'ensemble I' est un ferme completement 
invariant par T et par r dans le sens suivant: 

t ±x (i') nn'ci' et r^CO nn'c /'. 

On peut ecrire / sous la forme: 

l(w) = w + 6w- & / p + 0{w~ (5+1)/p ) 
ou 5 := q -p > 1 et 9 ^ 0. 

Selon les proprietes de w et sa derivee (voir le lemme 4), on a 

t(w) = u{u-\w) + 6[u-\w)}- s/p + 0([u- 1 (w)}- (s+1)/p )) 
= w+[6 + o(l)][ M - 1 (uO]" 5/p + 0(w- (s+1)/p ) 
= w + 6w- s/p + e(w) 

ou e(w) = o(w~ s / p ). 
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Lemme 5 Pour tout w G I' et tout r G K, si w + 9r appartient a IT, il 
appartient a I'. 

Preuve. Fixons un r, un e > et un j G N verifiant: 

1. B C II 7 ou B est la boule fermee de rayon 4|r|(|6 l | + e), de centre 
x := w + jp; 

2. |e(u>)| < e\w\~ 5 / p pour tout w G B; 

3. \w\~ s / p < 2(jpY s / p pour tout w G B; 

4. \w~ s ' p - {jp)' s/p \ < 8S[\r\{\e\ + e) + KIKjrT 1 ^ 7 ™ pour tout w £ B. 

La condition 4 est realisable car la derivee de la fonction w~ 5 l p est egale a 
—5w~ 1 ~ s / p /p et car \w — jp\ < 4r(|^| + e) + |iuo|- 

Par la suite, on traite le cas ou r > 0; le cas contraire sera traite de meme 
maniere en utilisant la fonction t -1 a la place de r. 

Posons M la partie entiere de (jp) s / p r et x m := r m (x ) pour tout < 
m < M. On a pour tout w G B: 

\ T (w)-w\ = \9w- s/p + e(w)\ 

< (\6\ +e)\w\- s/p 

< 2(\e\+e)(jp)- S/p 

ce qui implique par recurrence que les x m sont bien definis et appartiennent 
a B pour tout 1 < m < M. On a les estimations suivantes: 

\x m+1 -x m -9(jp)- 5 / p \ = \9x m 5 / p - e( 3 p)~ 5 l p + e(x m )\ 

< \e x -j/v-e( 3 p)- & / p \ + \e{x m )\ 

< \0\\x7jl p -{3p)- 5/p \+e\x m \- 5 l p 

< me\[r{\9\ + e) + l^ollO'p)- 1 + 2e}(jp)-" p . 

D'ou: 

\xM-w -jp- M9(jp)- s/p \ = 

= \x M -x -M9(jp)- s / p \ 

M-l 
m=0 

< {8S\e\[r(\e\ + e) + l^ollO'p)" 1 + 2e}( JP y s/p M 

< {85\9\[r(\9\ + e) + KIKjp)" 1 + 2e}r 
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et 



\xm -w - jp - Or\ < \x M -w - jp - M6(jp)~ s/p \ + \6r - M6(jp)- s/p \ 

< {85\6\[r(\e\ + e) + MK^'p)" 1 + 2e}r + 

+ \9\(jPr 5/p \(jP) 5/p r ~ M\ 

< {85\0\[r(\0\ + e) + \wqWp)- 1 + 2e}r + \0\(jp)- 5/p ■ 

Comme w G on a x G /' et done Im G /' car I' est invariant par T et 
par r ±:L . Pour j tendant vers l'infini et e tandant vers 0, % — jp tend vers 
Wo + @ r - Alors pour j grand et e petit % — jp G i 7 car /' est invariant par 
T -1 . La fermeture de J' implique que u>o + G I'. 

□ 

D'apres le lemme 5, /' est analytiquement lamine en wq. Par consequent, J 
est analytiquement lamine dans les Uk(a') pour a' suffisamment petit. Main- 
tenant, on remplace / par / _1 et la coordonnee t par tf—\t. Ces remplace- 
ments ne changent pas les formes de f, g et permutent les deux families de 
petales {11^ (a')} et {n^(a')}. On en deduit que J est analytiquement lamine 
dans les H' k (a). Ceci termine la preuve de la proposition 2 car les Hk(a') et 
n^(a') recouvrent un voisinage de sauf le point 0. 

Corollaire 1 Soient f , g deux fonctions holomorphes inversibles definies 
dans un voisinage U de avec /(0) = g(0) = et J C U un ferme 
completement invariant par f et par g au voisinage de 0. Supposons que 
le cone tangent de J en n'est pas egal a C. Alors Vune des conditions 
suivantes est vraie: 

1. il existe un voisinage V de tel que J soit analytiquement lamine dans 
V\{0}; 

2. il existe (m, n) G Z 2 - (0, 0) tel que f m = g n . 

Preuve. Supposons que la condition 2 est fausse. D'apres la proposition 1, 
il sufflt de traiter le cas ou |/'(0)| = \g'(0)\ — 1. Si n'est pas un point 
d'accumulation de J, la condition 1 est vraie. Supposons que ce n'est pas le 
cas. Comme le cone tangent de J en n'est ni vide ni egal a C et comme 
cet ensemble est invariant par / et par g, /'(0) et g'(0) sont des racines 
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de l'unite. Quitte a remplacer /, g par leurs iteres, on peut supposer que 
/'(0) = g'(0) = I. On ecrit: 

f(z) = z + az p+1 + 0{z p+2 ) 

et 

g(z) = z + (3z q+1 + 0(z q+2 ) 

ou p > 1 et q > 1 sont des entiers. Sans perdre en generality, on peut 
supposer que p < q. En changeant la coordonnee, on peut supposer que 
a = — 1. D'apres la proposition 2, il nous reste a traiter le cas ou p = q. 

Cas 1. Supposons que (5 G Q. Quitte a remplacer g par son itere, on peut 
supposer que (3 E Z. Posons h := gf 13 . Comme la condition 2 est fausse, h 
s'ecrit sous la forme: 

h(z) = z + P'z q ' +1 + 0(z q ' +2 ) 

avec P' 7^ et q' > p. 

En appliquant la proposition 2 aux fonctions f,hetk l'ensemble J, on 
constate que la condition 1 est vraie. 

Cas 2. Supposons maintenant que P G" Q. On utilise les notations de la 
preuve de la proposition 2. On a: 

f(t)=t- t p+1 + 0(t 2p+1 ) 

g(t) = t + pt P+l + 0(t P+2 ) 

et 

r(u>) =w-/3p + 0(ur 1/p ). 

Lemme 6 Soit w G 

1. Pour tous m, n G N verifiant Wo + mp + G u>o + m P + G I'. 

2. Pour tout r G K. verifiant w + r G IT, onawo + rG/'. 

Preuve. 1. Fixons un e > 0. Choisissons un entier s sufnsamment grand 
verifiant: 

1. IT" :={«;: Re w > — |w | — l m b — — e } C IT'; 
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2. |r ±:L (-u;) — w ±p/3\ < e/\n\ pour tout w G IT". 

Posons Xq := w + sp + mp et x v := T~ slsa ( n \x v -i) pour v — 1, . . . , |n| ou 
sign(n) est le signe de n. Les x v sont bien dermis et appartiennent a II" car 
pour tout 1 < v < \m\: 

\s„ - s v -i - sign(n)p/3| = | r - sl g n («)( Siy _ 1 ) _ Sp l _ s ign(n)p/3| < e/|n| 

et 

\s v — wo — sp — mp — sign(n)z/p/3| = 

< 

< 

Les inegalites precedentes nous donnent: 

|s|n| — Wo — sp — mp — npj3\ < e. 

On sait que w G I' est completement invariant par T et par r. Done s\ n \ G 
Comme /' est ferme, en considerant e — > 0, on a wo + sp + mp + npf3 G 

L'invariance de /' par T^ 1 implique que wq + + npf3 G 

2. Par hypothese, le cone tangent de J en n'est pas egal a C. On deduit 

de 1. que (3 est reel. D'apres 1., w + r G /' car f3 £ Q et car /' est ferme. 

□ 

Le lemme precedent implique que J est analytiquement lamine dans les Ilfc(a') 
pour a' > sumsamment petit. Comme dans la proposition 2, on remplace 
/ par ^ par g -1 et la coordonnee t par {/^\t. Ces remplacements ne 
changent pas les formes de /, g et permutent les deux families de petales 
{Il^a')} et {n' fc (a')}. On en deduit que / est analytiquement lamine dans 
les U' k (a'). Ainsi, ceci termine la preuve du corollaire. 

□ 

Lemme 7 Soit f une fonction rationnelle de degre superieur ou egal d 2. 

i. Si le cone tangent de Jf en un point periodique repulsif z est une 
reunion finie de demi-droites, Jf est inclus dans une courbe ou dans 
un arc reel analytique ferme. 



\s„ - s - sign {n)vp(3 \ 

V 

^2 \ s k - Sfc-i - sign(n)p(3\ 

k=l 

ve/\n\. 
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ii. Si dans un ouvert U de P 1 , Jf n U est un arc reel de classe C , alors 
Jf est un cercle ou un arc d'un cercle pour une certaine coordonnee. 

Preuve. i. Quitte a remplacer / par l'un de ses iteres, on peut supposer 
que z est un point fixe. On peut egalement supposer que zq = 0. Soient if 
l'application de Poincare de / en et A := /'(0). On a <p(0) = 0, <p'(Q) = 1 
et ip~ x f(p{t) = \t au voisinage de 0. Cette application <p se prolonge en 
une application de C dans P 1 par ip(\ n z) := f n (<p(z)) car |A| > 1. Posons 
/ := tp~ l (Jf). Alors le cone tangent de / en est une reunion finie de demi- 
droites. Comme Jf est invariant par / est invariant par t i — ► \~ 1 t. Par 
consequent, A est une racine d'un nombre reel et I est inclus dans une reunion 
finie de droites. Quitte a remplacer z par un autre point periodique pres de 
z , on peut supposer que le cone tangent de Jf en z est une demi-droite ou 
une droite. Par consequent, I est inclus dans une droite passant par et A 
est reel. Comme Jf est repulsif, il existe z ^ proche de et n G N tel que 
f n (z) = 0. II existe x G C verifiant <p(x) = z car l'image de (p contient un 
voisinage de 0. Posons y := X n x. On a: 

<p(y) = <p(\ n x) = P&{x)) = f n (z) = 0. 

Par consequent, Jf C ip([Q,y]), ou [0, y] est l'intervalle de sommets et y. 
L'ensemble ip([0, y]) est une courbe ou un arc reel analytique ferme. 

ii. Comme l'ensemble des points periodiques repulsifs de / est dense dans 
Jf, il existe un point z G Jf ClU periodique repulsif. D'apres i., / est inclus 
dans une droite reelle d. Comme Jf contient un arc reel passant par 0, / 
contient un voisinage de dans d. D'autre part, / est invariant par t i — ► At 
et A G M, |A| > 1. On en deduit que I est egal a d. Comme dans i., on 
montre que Jf = <f([0, y}) qui est une courbe ou un arc reel analytique ferme. 
Cette courbe ou arc est lisse car / = (/? _1 (Jj) est lisse. Par consequent, 
l'ensemble de Fatou Ff contient une ou deux composantes dans lesquelle 
/" tend localement uniformement vers un point fixe attractif ou indifferent 
rationnel. D'apres 0, Jf est un cercle ou un arc d'un cercle pour une certaine 
coordonnee. 

□ 

Proposition 3 Soient f verifiant I'hypothese du theoreme 1 et zq un point 
de Jf. Supposons que Jf n'est pas inclus dans une courbe ou dans un arc 
reel analytique ferme et que le cone tangent de Jf en z est reunion finie de 
demi- droites. Alors z est preperiodique indifferent rationnel. 
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Remarque 1 Dans QTJ| , Baker et Eremenko ont demontre que Zq est preperiodique 
lorsque le cone tangent de Jf en z est une demi-droite et CfflJf — 0. Dans 
ce cas, l'hypothese " Jf n'est pas inclus dans une courbe ou un arc reel ana- 
lytique" n'est pas necessaire. Le resultat de Baker et Eremenko reste valable 
sous l'hypothese de la proposition precedente. La preuve dans [l|] dont l'idee 
principale a ete utilisee dans || est essentiellement valable pour cette 
proposition. 

Preuve. La classification des domaines de Fatou en cinq types par Sullivin 
0, tout point z G Jf d' accumulation de la suite {/ n (c)} n >o est periodique 
indifferent rationnel pour tout c G Ff et en particulier pour c G Cf D Ff. 
Notons A l'ensemble des points periodiques indifferents rationnels de / et B 
(resp. C) l'ensemble des points (resp. des points periodiques) du type / n (c) 
avec c G Cf PI J. Ces ensembles sont finis. Quitte a remplacer / par un f m , 
on peut supposer que tous les points de A U C sont fixes. Soit M » tel 
que | f'(a) | < M pour tout a G A U C. 

Supposons que z n'est pas preperiodique. Alors les f n (zo) sont tous 
differents. II existe une suite {n u } tendant vers l'infini et un a G Jf tels que 
limbec f n "{zo) = a. Montrons qu'on peut choisir a G" A U B. Supposons que 
ce n'est pas le cas. Alors on a a G AUB. Quitte a remplacer n u par n u +n pour 
n » 0, on peut supposer que a G AUC. On choisit, un disque D(r) de centre 
a et de rayon r > suffisamment petit. On a \z — a\ < \f(z) — a\ < 2M\z — a\ 
pour tout z G Jf fl D{r). En effet, la deuxieme inegalite est evidente, la 
premiere pour a repulsif Test aussi, si a est indifferent rationnel, ceci est 
enonce dans [f| §31]. Par consequent, la courronne D(r) \ D(r/2M) contient 
une infinite de f n (zo). C'est contradiction car pour r petit cette courronne 
ne rencontre pas AU C. 

Notons D un disque de centre a, de rayon 3p qui ne contient aucun point 
de {/ n (c) : c G Cf} et z v := f n "(z ). Soit z = g v (w) la branche inverse de 
w = f nv {z) telle que g{z v ) = z . Ces sont des fonctions analytiques definies 
sur D. D'apres |5], theorem 6.2], la famille des g v est normale et pour tout 
compact A C Ff fl D ne contenant pas de points periodiques, ^(A) — > Jf. 
Comme Jf est d'interieur vide, on deduit que toute fonction limite de la suite 
{g u } est egale a la fonction constante z . On a aussi X u := g' u (z u ) — ► quand 
i/ — > oo. Posons 

:= [^(^ + pt) - «b]/(pA„) 

qui appartiennent a la classe S des fonctions holomorphes univalentes definies 
sur \t\ < 1 normalisees par ip v = 0, <p' u (Q) = 1. Remplacer {n^} par une 
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sous-suite, on peut supposer que argAj, — > p et Lp v — > </? e 5 localement 
uniformement dans |i| < 1. On obtient: 

+ />*) ~Zo = p\v{y{t) + €„(*)) 

ou e v {t) — > localement uniformement sur |t| < 1. 

Pour tout z E Jf tel que < |z — zo| < p/2, posons Zj, + pt v = z. Alors 
— > i := (-2 — zq)/ p. L'egalite precedente implique: 

- z = p\ u (ip(t) + S v ) 

ou </?(£) 7^ 0, 5^ — > 0. II existe une direction tangente 9 de J/ en zq telle que 
= p + argip(t). Par consequent, z appartient a la courbe analytique definie 
par ip((z — Zq)/ p) = rexp(i(9 — p)) ou r e M + . L'ensemble des est fini car 
le cone tangent de Jf en est une reunion time de demi-droites. Rappelons 
que les points periodiques repulsifs de / sont denses dans Jf. D'apres le 
lemme 7, Jf est inclus dans une courbe ou dans un arc reel analytique ferme. 
C'est contradiction. 

Alors z est un point preperiodique. II existe n < m tels que f n (z ) = 
f m {zo). Le point a := f n (z ) est un point periodique de /. D'apres le lemme 
7, Zo est indifferent car Jf n'est pas inclus dans une courbe ou dans un arc 
reel analytique. C'est un point indifferent rationnel car le cone tangent de 
Jf en est une reunion finie de demi-droites. 

□ 

Preuve du theoreme 1. Comme le cone tangent de Jf en un de ces points 
est une reunion de demi-droites, Jf est d'interieur vide. Supposons que la 
condition 1 de ce theoreme est fausse. D'apres le lemme 7, Jf n'est pas une 
courbe ou un arc reel analytique. Lorsque Jf n'est pas inclus dans une courbe 
ou dans un arc reel analytique ferme, notons E l'ensemble des points zq ou 
le cone tangent de Jf est une reunion finie de demi-droites. Lorsque Jf est 
inclus dans une courbe ou un arc reel analytique, notons E l'ensemble des 
points zq oil le cone tangent de Jf est une demi-droite. D'apres la proposition 
3 (pour le premier cas) et la remarque 1 (pour le second cas), tout point de 
E est preperiodique. II est clair que f(E) C E et g(E) C E. Par hypothese, 
E est non vide. Notons A l'ensemble des points z G E periodiques pour /. 

Lemme 8 L'ensemble A est fini. 
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Preuve. Si Jf n'est pas inclus dans une courbe ou dans un arc reel analytique 
ferme, d'apres la proposition precedente A est fini. 

Supposons maintenant que Jf est inclus dans une courbe ou dans un 
arc reel analytique ferme. D'apres le lemme 7, Jf est un ferme totalement 
disco nnexe de L := <p(M.) qui est une courbe ou un arc reel analytique ferme 
(voir le lemme 7). Notons ]a s , b s [ les composantes connexes de L \ Jf. Alors 
E est l'ensemble des a s , b s et Ff est connexe. On a f(L \ Jf) C L\Jj. 

Si Ff est le domaine d'attraction d'un point fixe attractif, il est clair que 
f n (]a s , b s [) passe par le point attractif pour tout s et pour tout n sufnsamment 
grand. II y a un nombre fini de ]a s , b s [ qui passent par ce point attractif. Par 
consequent, A est fini. 

Sinon / possede un point fixe indifferent rationnel a. Dans ce cas, \f(z — 
a)\ > \z — a\ pour z G Jf proche de a et f n (K) tendent vers a pour tout 
compact K de ]a s , b s [. On en deduit que a est le sommet de f n (]a s , b s [) pour 
tout s et pour tout n sufnsamment grand. II y a un nombre fini de ]a s ,6 s [ 
qui possedent a comme un sommet. Par consequent, A est fini. 

□ 

Pour tout a e A, il existe n a G N tel que f na (a) G A. Comme A est fini, 
il existe z G A et ni, . . . ,n s tels que f ni gf n2 g---f ns g{zo) = z . Posons 
h := f ni gf n2 g ■ ■ ■ f ns g- Quitte a changer de coordonnee, on peut supposer 
que z = 0. Supposons que la condition 2 du theoreme 1 est fausse. D'apres le 
corollaire 1 (appliquee a /, h et Jf), l'ensemble Jf est analytiquement lamine 
dans V \ {0} ou V est un voisinage de 0. Selon les preuves des lemmes 3, 
5 et 6, pour tout z G V \ {0}, Jf contient un arc reel analytique joignant z 
et 0. Soient z G V \ {0} et n > tels que f n (z) = 0. Alors f n (J f n V z ) C 
Jf pour tout voisinage V z de z. De plus, lorsque V z est petit, Jf fl V z est 
analytiquement lamine. Les descriptions ci-dessus de Jf au voisinage de 
montrent que Jf est une reunion finie d'arcs reels analytiques. D'apres le 
lemme 7, Jf est un cercle ou un arc d'un cercle. C'est une contradiction car 
la condition 1 du theoreme 1 est supposee fausse. 
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